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RESUMEN
En este trabajo se desarrolló un sistema de na-
vegación para estimar la posición, velocidad y 
orientación de un robot limpiador de piscinas que 
se quiere automatizar. Para el diseño del sistema 
de navegación se utilizó la técnica de mínimos 
cuadrados ponderados, que combina las medidas 
de un acelerómetro tri-axial y un giróscopo, con 
la solución de las ecuaciones diferenciales que 
describen el comportamiento del robot. El siste-
ma de navegación se probó sobre un modelo del 
robot elaborado en Simulink a partir de una repro-
ducción tridimensional realizada en un software 
CAD (Autodesk Inventor). Al fi nal se presentan 
los resultados concluyendo sobre la viabilidad 
del sistema de navegación para ser empleado en 
la tarea de automatización del robot limpiador de 
piscinas.
ABSTRACT
In this paper presents the development of a na-
vigation system to estimate the position, veloci-
ty and orientation of a pool cleaner robot to be 
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automated. We employ the weighted least-square 
technique for the design of the navigation sys-
tem, which combines the noisy measurements of 
a tri-axial accelerometer and a gyroscope with the 
solution to the differential equations that descri-
be the robot’s movement. The navigation system 
was tested using a (Simulink-based) model of the 
robot obtained from a tri-dimensional representa-
tion (built with CAD software – Autodesk Inven-
tor). The fi nal part of the paper presents the results 
and draws some conclusions about the feasibility 
of implementing the navigation system in the au-
tomation of a swimming-pool cleaner robot.
1. INTRODUCCIÓN
La Liga de Natación de Antioquia (LNA) atien-
de 50 000 usuarios anualmente en 12 piscinas del 
Complejo Deportivo Atanasio Girardot. Las labo-
res de limpieza de estas piscinas son realizadas 
manualmente, lo que constituye una tarea tediosa, 
aburrida y poco efi ciente para quienes la realizan, 
razón por la cual se busca su automatización.
Con el objetivo de automatizar la tarea de lim-
pieza, la LNA adquirió recientemente un robot 
limpiador de piscinas, el cual no es efectivo, de-
bido a que funciona de manera aleatoria, tipo de 
funcionamiento que constituye un factor común 
en el mercado de robots limpiadores de pisci-
nas  [1]. Efectuar una limpieza siguiendo una 
trayectoria aleatoria puede ser aceptable en una 
piscina pequeña, pero en una piscina de gran-
des dimensiones, como las que se tienen en la 
LNA, esta labor toma tiempos inmanejables sin 
garantías en la cobertura del área a limpiar. Por 
esto se propone, como solución al problema de 
la LNA, automatizar el robot limpiador adquiri-
do por la institución para que realice las labores 
de limpieza en un tiempo óptimo, siguiendo una 
trayectoria predefi nida. Como primer paso para 
la automatización de este robot, se busca diseñar 
un sistema de navegación que permita estimar el 
estado del robot en tiempo real, para realimentar 
un sistema de control.
Revisando el estado del arte en la navegación de 
vehículos subacuáticos, se encuentra que es un 
tema que está muy bien documentado para apli-
caciones de exploración marina, operaciones de 
monitoreo en seguridad con aplicativos en tiempo 
real, y en la industria militar para patrullar zonas 
de alto riesgo y exploración en ambientes con 
condiciones especiales [2]. Pero estas labores son 
generalmente realizadas en amplias extensiones 
oceánicas o fl uviales, de manera que los sensores 
usados para la navegación incluyen cámaras de 
exploración y GPS que son innecesarios en una 
labor de limpieza de piscinas. Por otra parte, si se 
hace una revisión del estado del arte de los robots 
limpiadores de piscinas, solo se encuentra un tra-
bajo de aplicación directa de un sistema de control 
para un robo t [3]. La tarea de limpieza de piscinas 
es muy similar a la labor de limpieza de espacios 
terrestres, pero no se pueden aplicar los mismos 
sensores puesto que las condiciones subacuáticas 
son más exigentes y, en cuanto al desarrollo de un 
sistema de navegación, se deben tener en cuenta 
fuerzas hidrodinámicas, inexistentes en labores 
terrestres.
Lo que se pretende en este trabajo es desarrollar 
un sistema de navegación para el robot limpiador 
de piscinas adquirido por la LNA, para lo cual 
se asumirá la utilización de un acelerómetro tri-
axial y un giróscopo, y se aplicará la técnica de 
mínimos cuadrados ponderados. Aunque en los 
sistemas de navegación de robots subacuáticos es 
más común encontrar aplicaciones de fi ltros ex-
tendidos de Kal man [4], este algoritmo es muy 
sensible a las condiciones iniciales y su velocidad 
de convergencia puede ser más le nta [5], además 
*   *   *
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de que la carga computacional es mayor debido a 
la necesidad de calcular la matriz jaco biana [6]. 
Por esto, la técnica de mínimos cuadrados recur-
sivos es más simple y proporciona una alternativa 
más atractiva en este caso [7]. 
El diseño y prueba del sistema de navegación se 
realizará en un ambiente de simulación, con el 
propósito de probar su funcionamiento antes de 
realizar la compra y adaptación de los sensores al 
robot limpiador.
2. METODOLOGÍA
La forma como se pretende diseñar y probar el 
sistema de navegación se ilustra en la  fi gura 1. 
Se construirá un modelo del robot con el objetivo 
de realizar pruebas en un ambiente de simulación. 
Paralelamente, se desarrollarán ecuaciones de la 
dinámica del robot, lo que permitirá predecir los 
valores de su aceleración y orientación. Esta pre-
dicción se combinará con la medida (simulada) 
de un acelerómetro tri-axial y un giróscopo, usan-
do la técnica de mínimos cuadrados ponderados. 
Con esto se logrará una estimación más precisa 
de los valores de estas variables, que luego se in-
tegrarán (cinemática) para obtener los valores de 
posición y velocidad del robot.
A continuación se explica la forma como se 
construyó cada una de las partes descritas  en la 
fi gura 1.
2.1 Modelo del robot
El robot que se pretende automatizar es el Prowler 
720 de Kreepy K rauly (fi gura 2). Este robot solo 
requiere una conexión eléctrica que se suministra 
con la fuente de alimentación de corriente directa 
de 130 W y su movimiento es aleatorio, impul-
sado a partir de un único motor que transmite su 
movimiento a una de las orugas del robot y que al 
mismo tiempo acciona un sistema de succión que 
remueve la suciedad del suelo.  
Como primer paso para la automatización del ro-
bot, se vio la necesidad de incorporar otro motor 
para controlar de manera independiente la veloci-
dad de las 2 orugas, y así lograr desplazamientos 
Fi gura 2. Robot Prowler 720 de Kreepy Krauly
Fuente: elaboración propia.
F igura 1. Diagrama de bloques del sistema de navegación aplicado al modelo virtual del robot
Fuente: elaboración propia.
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del robot en una trayectoria prediseñada. Aunque 
el robot no ha sido intervenido aún de manera fí-
sica para integrar el otro motor, este sí se incorpo-
ró en el modelo. 
Para obtener un modelo del robot, se recurrió a 
un software de modelado en 3D (Autodesk In-
ventor ® 2011), en el cual se construyeron los 
modelos tridimensionales de cada una de las par-
tes que componen el robot, a partir de medidas 
realizadas sobre él, usando un fl exómetro. Lue-
go, las partes modeladas se unieron en un archivo 
de ensamble donde se generaron las relaciones 
entre ellas que determinan sus grados de libertad. 
El modelo en 3D se puede observa r en la fi gura 3. 
En la fi gura 4 se muestran las partes modeladas 
del robot. La oruga izquierda es accionada por un 
motor de corriente directa (DC) y la oruga dere-
cha es accionada por otro motor con las mismas 
características. 
A partir de la representación en 3D fue posible 
crear un modelo del sistema en el software Si-
mulink, usando un aplicativo de enlace entre los 
2 programas llamado SimMechanics Link. Esto 
permitió exportar las propiedades físicas de los 
objetos modelados (masa, momentos de iner-
cia, centros de gravedad), así como sus grados 
de libertad. El modelo exportado en Simulink se 
muestra en la fi gu ra 5. 
En el mod elo de la fi gura 5, los bloques que re-
presentan los cuerpos tienen puntos de conexión 
que están determinados por coordenadas espacia-
les [x, y, z]. Los cuerpos se conectan entre sí a 
Figu ra 4. Partes que componen el robot
Fuente: elaboración propia.
Fig ura 3. Modelo en 3D del robot Prowler 720, cons-
truido en Autodesk Inventor 
Fuente: elaboración propia.
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través de uniones y restricciones. Estas uniones 
se crearon en el programa Autodesk Inventor y 
fueron exportadas automáticamente a Simulink 
por el software SimMechanics Link.
2. 2 Dinámica del robot
Para el sistema de navegación se requiere formu-
lar las ecuaciones matemáticas que describen el 
comportamiento dinámico del robot, de tal forma 
que se puedan calcular los valores de aceleración 
y orientación del robot para combinarlos con las 
medidas de los sensores. Como primer paso para 
desarrollar estas ecuaciones, se defi nirán los mar-
cos de referencia para la navegación.
2.2.1 Marcos de referencia
En este trabajo se consideran 2 marcos de referen-
cia: un marco local, fi jo a la piscina en la que se 
desplaza el robot (ejes x, y) y otro marco móvil, 
unido al robot (xb, yb), con origen en el centro de 
gravedad del robot. Estos marcos de referencia se 
mues tran en la fi gura 6. Asimismo, en la fi gura 
se muestra al marco del robot girado un ángulo θ 
con respecto al marco local. 
Existe una matriz de rotación que permite pasar del 
marco B (unido al robot) al marco local (fi jo a la 
piscina). Esta matriz de rotación  tiene la propiedad 
que R-1=RT y está defi nida en la ecuación (1). 
cosθ – senθR=[                      ]                      (1)senθ   cosθ 
Al premultiplicar un vector expresado en el mar-
co del robot por la matriz R se obtienen sus com-
ponentes en el marco local.
Figur a 5. Modelo del robot en Simulink
Fuente: elaboración propia.
Figura 6. Sistemas de referencia local y del robot
Fuente: elaboración propia.
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Figura 7 . Fuerzas que actúan sobre el robot en el 
plano xy
Fuente: elaboración propia.
2.2 .2 Fuerzas y momentos sobre el robot
En la fi gura  7 se muestran las fuerzas que actúan 
sobre el robot limpiador de piscinas en el plano 
y los sistemas de referencia de la piscina (ejes 
x, y) y del robot (xb, yb). Las fuerzas Fder y Fizq 
son las fuerzas en las orugas derecha e izquier-
da del robot transmitidas por los motores, y las 
fuerzas FDY , FDX y el torque TD, son fuerzas y 
momentos de arrastre (conocidas también como 
fuerzas de amortiguamiento hidrodinámico). No 
se muestran las fuerzas en el eje vertical (eje z) 
debido a que el robot no tiene movimiento en 
esta dirección.
Las fuerzas de amortiguamiento hidrodinámico, 
o fuerzas de arrastre, son las componentes de la 
fuerza que sufre un cuerpo al moverse a través 
del agua, en la dirección de la velocidad relati-
va entre el agua y el cuerpo. La resistencia es 
siempre de sentido opuesto a dicha velocidad, 
por lo que habitualmente se dice de ella que es 
la fuerza que se opone al avance de un cuerpo a 
través del agua. 
2.2.3  Fuerzas de amortiguamiento   
hidrodinámico
Aunque, en general, el amortiguamiento de un 
vehículo subacuático es altamente no lineal y 
acoplado, muchos autores proponen una serie de 
simplifi caciones [8]. La simplifi cación más co-
mún considera que la fuerza de amortiguamiento 
lineal cuadrática en cada eje depende únicamen-
te de la componente correspondiente del vector 
de velocidad. Esto es similar a considerar que el 
robot realiza movimientos desacoplados. En este 
contexto, la fuerza de amortiguamiento se puede 
expresar como muestra la e cuación (2) [8].
    (2)
Donde Xu    y Xu   │u   │ son los coefi cientes de visco-
sidad lineal y cuadrático, respectivamente, en la 
dirección de xb. El coefi ciente de viscosidad cua-
drático se halla a partir de la  ecuación (3) [9].
    (3)
Donde ρ es la densidad del agua, CDx es el coefi -
ciente de arrastre en la dirección de xb y Ax es el 
área de la sección del cuerpo transversal a la di-
rección xb.
De esta forma, la ecuación (2) se puede reescribir 
como la ecuación (4).
          (4)
El coefi ciente de arrastre CD es una función que se 
encuentra relacionada directamente con el núme-
ro de Reynolds y se calcula con la ecuación (5).
    (5)
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Donde Re es el número de Reynolds. El número 
de Reynolds es un parámetro adimensional que se 
defi ne como se ve en la ecuación (6).
    (6)
Donde L es la longitud transversal al eje x, y o z, 
es la velocidad en el respectivo eje y μ es la vis-
cosidad dinámica del agua.
2.2. 4  Segunda ley de Newton aplicada sobre  
el robot
Para plantear las ecuaciones que rigen el movi-
miento del robot limpiador de piscinas, se aplica 
la segunda ley de Newton, utilizando como marco 
inercial de referencia el de la piscina. Inicialmen-
te se suman las fuerzas para hallar la total en cada 
eje, ver ecuación (7).
    (7)
donde R es la matriz de rotación.
También se suman los torques para hallar el tor-
que total en el eje z, ver ecuación (8).
    (8)
donde b es la distancia entre el punto de aplica-
ción de las fuerzas Fder y Fizq al centro de gravedad 
 del vehículo (fi gura 7).
A partir de las ecuaciones anteriores, se tiene la 
ecuación (9).
    (9)
Donde m es la masa del vehículo, a es la acelera-
ción del vehículo (en el marco local), I es el mo-
mento principal de inercia del vehículo (en el eje 
z) y α es la aceleración angular del vehículo (en 
el eje z).
Los valores de los diferentes parámetros usados 
en las ecuaciones desarrolladas en esta sección 
se  muestran en la tabla 1. Las áreas y longitudes 
transversales, así como la masa y el momento de 
inercia, son valores obtenidos con el software Au-
todesk Inventor.  
 
2.3 Sensores y ruido
En el sistema de navegación para el robot suba-
cuático se empleará un acelerómetro triaxial y un 
compás. A continuación se detallan las caracterís-
ticas de cada uno y se explica cómo fueron mo-
delados.
2.3.1  Acelerómetro
El acelerómetro que se empleará es el  MMA7260 
de la compañía  Freescale Semiconductor. Las es-
pecifi caciones para este sensor se pueden encon-
trar en  [10]. El acelerómetro triaxial se ubica en el 
centro de gravedad del robot, con sus ejes orienta-
dos en dirección a los ejes xb, yb y zb. Este sensor 
Tabla 1 .  Valores de los parámetros usados en las 
ecuaciones dinámicas
Parámetro Valor
Xu  0,0030 
yv 0,0028 
Nr 0,0042 
 1,000
Ax 0,08166 
Ay 0,06776 
μ 0,001003 
Lx 0,161 
Ly 0,147 
Lr 0,22 
b 0,1538 
m 5,416 
I 0,1796582 
Fuente: elaboración propia.
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tech Ltd. Las especifi cacionesdel sensor se pue-
denconsultar en [12].
Para simular el comportamiento del compás, igual 
que con el acelerómetro, se agregó un sensor virtual 
de orientación (ángulo θ en la  fi gura 6) al modelo 
del robot construido en Simulink, y se añadió una 
componente de ruido a la medida de orientación 
entregada por este sensor. El ruido se simuló como 
un ruido blanco gaussiano  (fi gura 9). Las caracte-
rísticas de este ruido se presentan en l a tabla 3.
2.4  Estimación por mínimos cuadrados  
ponderados
A partir de las ecuaciones dinámicas desarrolla-
das en la sección 2.2.2, se pueden calcular las 
componentes de aceleración en los ejes x e y, y el 
ángulo θ. Construyendo la matriz de rotación, se 
F igura 8. Ruido simulado para la medida de acelera-
ción en el eje. 
Fuente: elaboración propia.
F igura 9.  Ruido simulado para las medidas de campo 
magnético en el eje x
Fuente: elaboración propia.
mide por lo tanto las componentes de aceleración 
en el marco del robot [11].
Para simular el comportamiento del acelerómetro 
se agregó un sensor virtual de aceleración al mo-
delo del robot construido en Simulink y se añadió 
una componente de ruido a esta medida de acelera-
ción. En los acelerómetros reales existe una com-
ponente de desviación o bias que es aleatoria (un 
tipo de proceso estocástico, conocido como “ca-
mino aleatorio” o randomwalk), que puede mo-
delarse como la integral de un ruido blanco gaus-
siano. De esta forma, el ruido del acelerómetro se 
modeló como la suma de un ruido blanco y un ca-
mino aleatorio, como se indica en la ecuación (10).
 (10)
En l a fi gura 8 se muestra el ruido simulado para 
la aceleración medida por el acelerómetro en el 
eje x, con una duración de 100 segundos y los pa-
rámetros del ruido se presentan en  la tabla 2. Se 
omite la gráfi ca para el eje y, debido a que se trata 
de un ruido con las mismas características.
2.3.2 Compás
El compás es un sensor que mide los cambios en 
la orientación del robot. El compás que se usará 
en el robot es el  CMPS03 de la compañía  Devan-
T abla 2.  Características del ruido para la aceleración 
entregada por los acelerómetros
Parámetro Valor
Media – ruido blanco 0 
Varianza – ruido blanco
Media – camino aleatorio 0 
Varianza – camino aleatorio
Fuente: elaboración propia.
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pueden calcular las componentes de aceleración 
en el marco del robot, ver ecuación (11).
(11)
Los valores de aceleración y orientación se com-
binan con las medidas simuladas de los senso-
res para obtener una estimación más precisa de 
estas variables usando la técnica de mínimos 
cuadrados ponderados, expresada en la ecua-
ción (12) [6]:
(12)
Donde â es la aceleración estimada, am σ
2
am
 es la 
aceleración medida por el sensor y σ2am es la va-
rianza del error en dicha medida, ac es la acele-
ración calculada con las ecuaciones desarrolladas 
en la sección  2.2.4 y σ2ac es la varianza del error 
en dicho cálculo, σa2 es la varianza del error de 
la estimación â. La ecuación (12) se aplica para 
cada componente de la aceleración y para Ө. 
2.5 Cinemática
A partir de los valores estimados de aceleración 
y orientación del robot, se puede calcular la velo-
cidad y posición, integrando como lo expresa la 
ecuación (13):
        (13)
Donde Vx y Vy  son las componentes de velocidad 
del robot en el marco local, y x e y, son las coorde-
nadas de posición del vehículo en el marco local.
2.6 Simulación
El modelo del robot, las ecuaciones de la dinámi-
ca de este, el modelo de los sensores, el estimador 
(por mínimos cuadrados ponderados) y la integra-
ción del resultado para obtener la posición y ve-
locidad del robot, se implementaron en Simulink, 
como se muestra en la fi gura 10.
T abla 3. Características del ruido para las medidas de 
campo magnético
Parámetro Valor
Media 0
Varianza 0,1 grad2
 Fuente: elaboración propia.
F igura 10. Diagrama de bloques construido en Simulink para la simulación del sistema de navegación
Fuente: elaboración propia.
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La simulación se realizó con un periodo de 
muestreo de 0,001 s y con una duración de 10 s. 
El tiempo de muestreo se seleccionó de acuer-
do con la frecuencia de lectura de los sensores 
por utilizar. A partir de esta simulación se lo-
gró comprobar el funcionamiento del estimador 
y comparar los valores reales de las variables 
(que se pueden obtener directamente del mode-
lo) con los valores estimados. La trayectoria del 
robot empleada para la simulación se ilustra en 
l a fi gura 11.
3. RESULTADOS
En la fi gura 12 se grafi có el error en los valores 
medidos y estimados de aceleración y orien-
tación del vehículo. Los errores se calcularon 
como la diferencia entre el valor (medido o es-
timado) y el valor real, tomado directamente del 
modelo. El valor estimado es el valor obtenido 
con la técnica de mínimos cuadrados pondera-
dos.
En las fi guras 13, 14 y 15 se observan los valo-
res estimados de posición, velocidad y orienta-
ción del vehículo, respectivamente, comparados 
con los valores reales de estas mismas variables.
Fig ura 11.  Trayectoria seguida por el robot para la si-
mulación del sistema de navegación
Fuente: elaboración propia.
F igura 12. Comparación de los errores en los valores 
medidos y estimados de aceleración en 
el eje  (a), aceleración en el eje  (b) y de 
orientación (c)
Fuente: elaboración propia.
4. CONCLUSIONES
En este trabajo se diseñó un sistema de navegación 
para un robot limpiador de piscinas adquirido por 
la Liga de Natación de Antioquia, como primer 
paso para lograr su automatización. Con el traba-
jo realizado se buscaba comprobar si los sensores 
seleccionados junto con las ecuaciones que descri-
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F igura 13.  Gráfi ca de velocidad en los ejes x e y del 
marco local
Nota: se muestra el valor real y el valor estimado de las va-
riables.
Fuente: elaboración propia.
F igura 14. Gráfi ca de posición en los ejes x e y del 
marco local
Nota: se muestra el valor real y el valor estimado de las va-
riables.
Fuente: elaboración propia.
Fi gura15.Gráfi ca del valor real y el valor estimado de 
la orientación del vehículo
Fuente: elaboración propia.
ben la dinámica del vehículo, combinados con la 
técnica de mínimos cuadrados ponderados, permi-
tían lograr una estimación del estado del robot en 
tiempo real, con un grado de error aceptable.
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